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15 Elementi di teoria cinetica
Anche introducendo i parametri fisici di massa e carica nella equazione di Vlasov, questa
fornisce la descrizione di un sistema con un numero finito di cariche interagenti approssi-
mato con una distribuzione continua di carica che annulla i contributi collisionali tenendo
conto soltanto delle interazioni dovute al campo medio Lo studio di un sistema di N
particelle interagenti puo` essere affrontato tramite le equazioni della teoria cinetica che de-
scrivono la evoluzione nel tempo della densita` di probabilita` nello spazio delle fasi di una
singola particella quando N →∞. Se le particelle hanno interazioni a corto raggio questo
limite va preso mantenendo costante il cammino libero medio. In questo limite le collisioni
multiple non danno contributo e si trova una equazione per la funzione di distribuzione di
una singola particella. Consideriamo un sistema con che abbia n particelle per unita` di
volume e sia σ la sezione d’urto per le collisioni binarie. Definiamo il raggio efficace con
σ = πR2, notando che per le sfere dure R coincide con il raggio delle sfere. Il cammino
libero medio e` definito da
ℓ =
1
nσ
=
1
nπR2
Dal cammino libero medio dipende l’attenuazione di un fascio che attraversa il mezzo.
Supponiamo il mezzo di densita` n sia contenuto tra due piani z = 0 e z = L e che
nI(0) ≪ n sia la densita` di un fascio incidente con velocita` v diretta lungo z e contento
in un cilindro di sezione S. Attraversando il mezzo il numero di particelle nel cilindro
diminuisce a causa delle deflessioni. All’altezza z nel cilindro la densita` del fascio incidente
diventa nI(z) < nI(0) e la sua intensita` I(z) = v nI(z) e` diminiuita rispetto alla intensita`
iniziale. La variazione tra z e z+dz e` data da dI(z) = −I(z) dP . dove dP e` la probabilita`
di urto, che risulta espressa da
dP =
dS
S
=
σ nIdV
S
= σ nI(z)dz =
dz
ℓ
dove nI dV e` il numero di particelle contenute nel cilindretto di altezza dz. Ne segue che
dI/dz = −I/ℓ e quindi la attenuazione e` esponenziale I = I0 e
−z/ℓ per 0 ≤ z ≤ L per cui
alla uscita dal mezzo la intesita` diventa I0e
−L/ℓ.
Equazione di Boltzmann
Consideriamo ora un sistema costituito da N particelle di massa m e raggio efficace R
contenute in un dominio D di volume V . In questo caso N coincide con la densita` n di
particelle. L’hamiltoniano del sistema e` dato da
HN =
M∑
k=1
p2k
2m
+
∑
j<k
V (rjk) +
N∑
k=1
V ex (rk)
La densita` di probabilita` fN (r1, . . . , rN ,p1, . . . ,pN) nello spazio delle fasi del sistema sod-
disfa la equazione di Liouville
∂fN
∂t
+ [fN , HN ] = 0
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Consideriamo questo sistema nel limite in cui N → ∞ con m → 0, R → 0 mantenendo
costante la massa totale mN e NR2 ossia il cammino libero medio. Quindi il nostro fluido
inizialmente granulare in quanto costituito da un insieme sfere di raggio finito diventa una
polvere impalpabile con la stessa massa e in cui ogni granello fa lo stesso percorso medio
tra due urti. Si introducono le densita` di probabilita` ridotte definite da
1(r1,p1, t) =
∫
fN (r1,p1, . . . , rN ,pN)dr2dp2 . . . drNdpN
f2(r1,p1, r2,p2, t) =
∫
fN (r1,p1, . . . , rN ,pN , t)dr3dp3 . . . drNdpN
Integrando sulle coordinate e sui momenti di tutte le particelle tranne la prima si ottiene
una equazione per f1 nella quale tuttavia compare anche f2.
∂f1
∂t
+
p1
m
∂f1
∂r1
+ F(e) ·
∂f1
∂p1
= (N − 1)
∫
∂
∂r1
V (‖r1 − r2‖)
∂f2
∂p1
(r1,p1, r2,p2) dq2dp2
A questa equazione si arriva facilmente osservando che essendo HN data da energia cinetica
piu` energia potenziale la parentesi di Poisson e` data da una somma su k ≥ 1 di ∂fN/∂rk
per una funzione degli impulsi e di ∂fN/∂pk per una funzione delle coordinate. L’integrale
sulle coordinate di ∂fN/∂rk si annulla per k ≥ 2. Se infatti consideriamo un cubo D di
lato 2L l’integrale su xk di ∂fN/∂xk diventa fN (L, yk, zk, t)−fN (−L, yk, zk, t) e si annulla
per N →∞ poiche´ fN e` postiva, il suo integrale vale 1 e quindi deve annullarsi all’infinito.
Analogamente l’integrale sui momenti di ∂fN/∂pxk si annulla per k ≥ 2. Resta quindi la
somma in j da 2 a N degli integrali di ∂fN/∂p1 ∂V (rij)/∂r1 e poiche´ tutti i contributi
sono uguali essendo fN simmetrica nei suoi argomenti si ottiene il risultato sopra indicato.
Se si integra sulle coordinate e sui momenti di tutte le particelle tranne le prime due si
ottiene una equazione per f2 che pero` fa intervenire anche f3 e cos`ı via. Si ha dunque un
sistema di N equazioni accoppiate per f1, f2, . . . , fN−1 che e` impossibile trattare senza una
ulteriore ipotesi semplificatrice. Boltzmann fa l’assunzione del cosiddetto caos molecolare
che corrisponde a porre
f2(q1,p1,q2,p2, t) = f1(q1,p1, t)f1(q2,p2, t)
Questa condizione sarebbe rigorosamente vera per un sistema di due particelle non inte-
ragenti ed e` tanto piu` vicina alla realta` quanto piu` le interazioni sono rare e consente di
disaccoppiare la prima equazione da tutte le altre. Questa assunzione corrisponde alla
indipendenza statistica per cui data una variabile dinamica A(x) la media di un prodotto
< A(x1)A(x2) > e` uguale al prodotto delle medie < A(x1) >< A(x2) >. Con questa
assunzione la equazione diventa
∂f1
∂t
+
p1
m
∂f1
∂q1
+ F(e) ·
∂f1
∂p1
= J(f1, f1)
dove J e` un funzionale bilineare di f1 in cui entra la sezione d’urto dell’interazione a due
corpi. Ponendo J = 0 si ritrova l’equazione di Liouville per la particella singola; l’effetto
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degli urti binari e` descritto dall’integrale di collisione J . Esso gode di notevoli proprieta`
e permette di studiare sia lo stato di equilibrio sia l’evoluzione verso l’equilibrio. Se si
considera un sistema spazialmente omogeneo e senza forze esterne, scrivendo f(p, t) al
posto di f1, si ha
∂f
∂t
= J(f, f)
L’integrale di collisione J che e` una funzione di p e t gode delle seguenti proprieta`
∫
J(f, f)dp =
∫
p J(f, f)dp =
∫
p2J(f, f)dp = 0
che implicano la conservazione della probabilita`, del il momento medio e dell’energia media
di una particella.
∫
f(p, t),
∫
p f(p, t) dp,
∫
p2
2m
f(p, t) dp
La funzione entropia S definita da
S = −
∫
f log f dp
soddisfa la seguente equazione
∂S
∂t
= −
∫
log f J(f, f)dp
se si tiene conto della equazione di Boltzmann e delle proprieta` dell’integrale di collisione.
Si dimostra che l’integrale di J log f e` negativo e quindi S e` una funzione monotona
crescente di t. La soluzione d’equilibrio in cui S e` massima e` quella per cui l’integrale di
log f si annulla e, tenendo conto delle proprieta` dell’integrale di collisione, si vede che log f
deve essere una combinazione lineare di 1,p,p2.
log f = A−B · (p− p0)
2
Imponendo le condizioni di normalizzazione e sui valori medi
∫
f(p, t) dp = 1,
∫
pf(p, t) dp = 0,
∫
p2
2m
f(p, t) dp =
3
2
kT
si ottiene la distribuzione Maxwell.
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Equazione di Vlasov
Quando le forze sono a lungo raggio, il comportamento del sistema cambia perche´ non
e` possibile trascurare le interazioni di due particelle lontane. In questo caso si distingue
l’effetto degli urti che intervengono se la distanza tra due particelle e` inferiore ad una
distanza caratteristica detta raggio di Debye, dagli effetti di natura collettiva dovuti al
campo delle particelle lontane. Per semplicita` consideriamo il caso di N particelle di carica
e e massa mass m che interagiscono tramite una repulsione Coulombiana. Indichiamo con
HN l’ Hamiltoniano, con M = Ne la massa totale, Q = Ne la carica totale e supponiamo
che le velocita` non siano relativistiche. La hamiltoniana totale del sistema e` data da
HN =
N∑
k=1
p2k
2m2
+ e
N∑
k=1
V ex (rk) +N e
2 1
N
∑
j<k
1
rjk
Notiamo che nella equazione di Liouville per fN e` possibile prendere il limite N → ∞ se
teniamo costante la massa totale M = NM , la carica totale Q = Ne e quindi il rapporto
e/m. Infatti questa si scrive
∂fN
∂t
+
pk
m
∂fN
∂rk
+
Fk
m
∂fN
∂pk/m
Nel limite N → ∞ restano finite le velocita` vk = pk/m e le accelerazioni Fk/mk se il
rapporto carica massa e la carica totale sono mantenuti costanti. In particolare si mantiene
finita la accelerazione che tutte le particelle j 6= k esercitano sulla particella k in quanto
proporzionale a Qe/m se consideriamo che il potenziale per la particella k e` dato da V =
N−1
∑
j r
−1
k,j dove la somma e` su j 6= k. Nel limite N →∞ si passa da una distribuzione di
carica puntiforme ad una distribuzione continua. La interazione di una carica con tutte le
cariche restanti si puo` separare in due componenti, una collisionale con tutte le particelle
che stanno entro la sfera di Debye raggio λD ed una di campo medio con le particelle che
stanno all’esterno. Possiamo quindi riscrivere
HN =
N∑
k=1
H(rk,pk) + H coll
dove H(r,p) e` un hamiltoniano di singola particella definito su tutti i punti dello spazio
delle fasi (rk,pk) dove si trovano le cariche del sistema
H(rk,pk) =
p2
2m
+ eVext(r) + e
2NV (r) V (rk) =
1
N
∑
j, rj,k>λD
1
rjk
La parte collisionale dell’hamiltoniano e` invece data da
H coll =
1
N
∑
j, rj,k<λD
1
rjk
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Detta f(r,p, t) la funzione di distribuzione per una singola particella il potenziale V (r, t)
soddisfa la equazione di Poisson
∆V (r, t) = −4π n(r, t) n(r, t) =
∫
f(r,p, t) dp
La densita` normalizzata di particelle n ha supporto su r1, . . . , rN ove e` definita da
n(rk, t) =
1
N
∑
j rj,k<λD
δ(rj − rk)
Come nel caso delle interazioni a corto raggio si assume che per N grande valga una
condizione di indipendenza statistica
fN (r1,p1, . . . , rN ,pN , t) = f(r1,p1, t) · · ·f(rN ,pN , t)
La funzione di distribuzione fN soddisfa la equazione di Liouville
∂fN
∂t
+ [fN , H] = 0
nel caso in cui sia il prodotto di funzioni di distribuzione di singola particella ciascuna di
queste soddisfa la equazione
∂f
∂t
+ [f,H] = J
dove J e` il contributo delle collisioni e il potenziale V che compare nell’Hamiltoniano H
di singola particella e` il risultato delle interazioni Coulombiani con le particelle rimanenti
e soddisfa la equazione di Poisson. Poiche´ la densita´ di particelle e` l’integrale di f sul mo-
mento, queste equazioni sono accoppiate e debbono essere risolte in modo autoconsistente.
Nel limite N →∞ il contributo collisionale scompare e si ottiene la equazione di Vlasov
∂f
∂t
+ [f,H] = 0
∆V = −4π
∫
dpf(x,p)
che risulta data dalla equazione di Liouville per la particella singola dove il potenziale di
interazione soddisfa la equazione di Poisson. Nel limite N → ∞ il contributo collisionale
va a zero perche´ la frequenza delle collisioni si annulla. La interazione tra le particelle
compare comunque come contributo di campo medio, tramite la equazione di di Poisson.
Ricordiamo che, data una distribuzione uniforme di carica, il potenziale generato da uno
scompenso di carica risulta essere schermato e decade esponenzialmente come e−r/λD/r.
Inoltre la perturbazione nella densita` spaziale δn oscilla con la frequenza di plasma ωP .
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Supponendo un equilibrio termico alla temperatura T la frequenza di plasma e raggio di
Debye sono dati da
ω2p = 4π
e
m
en λ2D =
kBT
m
1
ω2p
Nel limite N → ∞ la frequenza di plasma non cambia poiche´ il rapporto e/m e la carica
totale Ne sono costanti. Se manteniamo costante la velocita` termica v th = (2kBT/m)
1/2
anche la lunghezza di Debye resta costante. Inoltre se la energia termica e` piccola rispetto
alla energia a riposo
λD
λp
=
1
2π
(
kBT
mc2
)1/2
≪ 1
la lunghezza di Debye e` piccola rispetto alla lunghezza di plasma λp. La frequenza di
collisione si annulla quando N →∞ e le equazioni di Vlasov forniscono la corretta teoria
di campo medio in questo limite. Infatti frequenza di collisione nel modello di Landau per
le collisioni e` data da
ν coll = ωp
log(3Λ)
Λ
(v th
v
)3
Λ = 4πnλ3D/3
dove v e` la velocita` di una particelle test e Λ e` il numero di Kubo. Si vede quindi che per
N →∞ la frequenza di collisione va a zero con la legge
ν coll ∝
logN
N
Di conseguenza anche il contributo delle collisioni nella equazione di Vlasov va a zero.
Poiche` la equazione di Vlasov va intesa come limite N →∞ e in essa entrano solo e/m e
Q = Ne che sono fissi scegliendo e` possibile assegnare a e,m e Q = Ne i valori fisici.
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